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BAREM DE CORECTARE, CLASA a IX-a

Subiectul 1. Determinati numerele reale X, ¥, z,1 care verificd ecuatia x* +y2 +z20+1=¢ +\/x+y+ z—t.

Solutie:

Ecuatia are sens doar daci sunt indeplinite conditiile x + y+z—120si t+,/x+y+z i 24 1p

Notam a=,/x+y+z-—t:t=x+y+z—a2 ............................................................................................... 2p

Ecuafia devine x4 )"+ 22 + 1= X4 Y4 2@ 40 wcovoeooooooo 1p
1 2 1 2 2

| x—— BT R S i i~ T 2

( ) (y 2) ( 2) ( ) ’

1 3 .

=S X=y=z=a=—=>t==, care verifici condifiile IMPUSe...............coooeeerrvevvooreeereresos 1p

Subiectul 2. a) Demonstrati c& 29& <LVxeR.
x~+2025
b) Rezolvati, in R, ecuatia s , unde [a] reprezinta partea intreagi a numéarului
B x* +2025 50
real a.
Supliment Gazeta Matematicd 2/2025
Solutie:
90x l l 2 2
————<LVx eR@ 12055 S99 X +2025290[x| & (|x-45) 20, VxeR
x”+2025 +2025
Avem egalitate daca si numai daca ]xl =45 xe {—45,45}. ...................................................... 2p
90x 90x
b) Di ———e LI VXeR = ————[e{~1,0,1} eooooovivoroeeeo 1
YDina) 202 <41 [ 2+2025] =101} 4
90x
Fie E(x)=——F—
e B = 0

I. Daci E(x)e[—l,O),deci x <0, ecuatia devine —1 =[—5%] @—ls%<0<=> —503x<0:xe[—50,0)

IL. Dacd E(x) € [0,1), deci x>0si x # 45, ecuatia devine 0 = [%] &0< % <le

0<x<50=>x€[0,50)\ {45} ..o.ooooo e 1p
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HL Dacd E(x)=1<>x=45, ecuatia devine 1 = [:—g:! , fals

Multimea solutiilor este S = [—50, 50) \ {45} .2p

Subiectul 3. a) Aritati ca x° +y3 > x2y+xy2, Vx,y>0.
3 b3 C3

b) Fie a,b,c>0cu a+b+c=1. Aritati ca 5 + —1—
a +2bc B*+2ca c*+2ab 3

Solutie:
a)x3+y3Zx2y+xy2,Vx,y>0<:(x+y)(x2—xy+y2)2(x+y)xy,Vx,y>O<:>
x* = xy+y* ijy<$(x—-y)2 20,Vx,y >0 relatie adeVarata...................covvvevvoivoi 2p
b) Folosind
3 3 3 3 3 3
Rhosthae’, dpate st dabS A s e g T € GOdbRE
a’+2bc b°+2ac c*+2ab @’ +b*+c2
Utilizand a) avem @’ +b° > a’b+ ab?
b +c 2bc+bc?
S +a’ > cta+cd
Prin insumarea relatiilor anterioare obtinem:
2(cz3+b3+cs)2a2 (b+c)+b2(a+c)+cz(a+b)l +(a3+b3 +c3)
—_->3(a3+b3+c3)2a2(a+b+c)+b2(a+b+c)+c2(a+b+c)
=3(a’ +b° +¢°)2(a® +b2+c*)(a+b+c)
E+b+c _a+b+e 1
S B et S SRR RS SR AR S0 e e el e e N R S S e 06 s 3p
a“+b"+c 3 3
1
Se obtine egalitate pentru a =b =c=-§ ............................................................................. 1p

Subiectul 4. Fie A4BC'si punctele 4', B',C" astfel incit BA' = x-BC, CB' =x-CA, AC' =x- AB,cu
xe (0,1). Dreapta care trece prin A'si este paraleld cu B'C'intersecteaza AB'si ACin P, respectiv Q. Aratati
ca PO=22-B'C'.

Solutie: Vom scrie vectorul 44’ in doui moduri, in functie de vectorii AB si AC

Cum BA'=x-BC = A4’ = (1=X) AB+XAC (1) ....oo.oeooeeeoeeeeeeee oo 1p

’

ié:y:ﬂ=(l—y)ﬁ+y2@, YE(0,1) (2)eeeiiiieeieieeeee e, 1p

Notand
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Dar AAPQ~ AAC'B'= ar _H2d = Lo nmz (3)
AC' AB'~ BC'
Din (3) obtinem = AP =z- AC’ si cum, din ipoteza AC" = x-AB = AP = z-x-AB () IR 1p

Din (3) :>Z_Q=Z-ZB7 si cum, din ipoteza CB' =x-CA = ZE’=:4€'—T’C’=E—xE=(1—x)E:
AQ=z-(1-x)-4AC (5)

Din (2), (4), (5) = ﬂ=(1—y)-z-x§§+y-z-(1—x)ﬁ (6) weveeeeeeeeeeeee e 1p
Din (1) §i (6) = 1-x=(1-y)-z-x

P ZH (ImX) T X ettt ettt ettt 1p

Prin impiértirea relatiilor anterioare se obtine L = (1 ) z=>1=y- (1 ) | % S R
y-z y-(1-)

1
Trebuie demonstrat cd ————2>4, Vy e (O, 1)

y-(1-»)

—(1——)_4©4y(1 y)<1<:>4y —-4y* <1<=>(2y 1) 20, adevirat pentru orice ye(O 1)
y

Deci222=>§g—,22:>PQZ2-B'C' ....................................................................................................... 2p
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Concursul regional ,,PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XVIII-a, Baia Mare, 22 noiembrie 2025
BAREM DE CORECTARE, CLASA A X-A

Subiectul 1. Fie a eRsi ne N". Ardtati cd dacd z e C\R verifica relatia z" +nz +a =0, atunci |z| 21.

Solutie: Avem z" +nz+a=0 si 2" +nz +a =0, rezultd 2" —z" +1(Z2=Z)=0. e 1p
R z4CIR _ n-1 n-2 — =n=-2 , =n-1
2"-z"=n(z-z) = n——(z +2" 44z T4 ) ............................................................... 2p
:Inl:‘—(zn_l+zn -2 Z4..+z-Z" 2+Zn_1)':>n= Zn:(z"—k-fk—]) Szn:z"_k~2k_1‘ .................................. 2p
k=1 k=1
n< Z|z|" o |z|"“1 :Izl"—l B S 2p
k=1
Subiectul 2.
a) Fie a,b,c numere reale din (0,0). Arétati ca
Y+a)(a+b)(1+c) - 1<“+§+c
b) Determinati cel mai mic numar real m astfel incét
Y +a)1+5) (1 +0) ~1+m(la—b|+[p-c|+|e—al) = ZX2€ va b.c>0.
Solutie:
1
a) Din inegalitatea mediilor rezulta %/(1+a)(1+b)(l+c) < (1+a)+(1;—b)+( ) =1+ a+§+c , de unde
COMBIUZIA:  cusszuisncussessmsssissin st dessssisiadisntarassssiiianssassassestinsi senanssaneanassasanesssssonssasssssessesssossesensessestssseseseseresesestasssssssnsen 1p
b) Putem presupune a > b > c . Dacd notim x =3/1+a, y=3+b,z=31+c, atunci inegalitatea din enunt revine
3: .3, .3
la xyz—1+2m(x3—z3)2%z——3, PENtrUOriCe X2 ¥ 22> 1. oo 2p
3,3 3, .3 _a.2
In particular, pentru x=y trebuie ca x22+2m(x3—z3)2 s , de unde mzh—wk'%
3 6(x -z )
s PN 2 _4_
=L—u-,Vx22>l.Prinurmare m2—2£2—t—1—,Vt>1 (amnotatt=£). .................................... 2p
6(x2+xz+z2) 6(t +t+1) z

Asadar trebuie ca (6m—2)12+(6m+1)t+6m+1_>_0,Vt>1. Se vede ci mzé. Intr-adevir, pentru m<%,

inegalitatea nu poate avea loc pentru orice ¢ >1 deoarece coeficientul lui #* este DEEALIVL | ceeeeinestinscensioasprtnnns 1p
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5 . 1 '2(x3—z3) IO T B
In continuare vom aréta ca m=§ este numdérul cautat, adicd xyz+ 3 > 4
3

x2y2>z>1. Inegalitatea se poate scrie sub forma (x—-y)(x2 +xy +y2)+3z (xy —22) >0, care este evident

, pentru orice

AACVATAIE . oorerunsevesess ovnensmsnssisenssesysstsnses s s850s s SR T S ST O ST S s o A B o s s st 1p

Subiectul 3. Fie F={/:R>R|f(f(x)+¥)=f(x)+f (7). V5. <k}.

a) Determinati toate functiile injective din F.

b) Determinati toate functiile surjective din F.

¢) Aréatati ca F contine functii neconstante care nu sunt nici injective si nici surjective.
Solutie:

a) Din f(f(x)+y)=f(x)+£(), F(f(¥)+x)=f(y)+f(x) siinjectivitatea functiei f, obtinem

flz)+y= (752 FR)=2=F -2 V5V ER:  snunmmmsmmammommmsssosmmsmissammpmmssmrion 2p
Obtinem functia g:R — R, g(x)=f(x)-x este constantd pe R, rezultd ci existd constanta k € R astfel incét
()= VX eR=> FrR DR FUR)=RhREHEIR .  cooicuvissnsissisossssssasiossassssasiss ossssssass nssossss phmssssssssussssssamsson 1p
b) Din fsurjectiva rezulta ca exista ¢ € R astfel incat f(¢)=0.

Peittiil y=1 gverl FLIRIR1= F15), VB ERAT) convmmmsusssmrormansyescssssmssmsecssessssimescesesse oo o smsososmanes 2p

(@)
Din surjectivitatea functiei f rezults VyeR,3xeR astfel incat f(x)=y-t1=f(y—t+t)=y-t
= f()=y—1,yER, CULER COMSANE  covvvvvuurnismmmrsssssssssssssssssssssssssssssssesssmssssssssssssssssssssssssssssmmsssssssssssssassasases 1p
¢) Functia f:R— R, f(x)=[x] apartine multimii F. GUStfICAre) .......cccoomrerrmmeecurmermssemmisessisisssssinmsssisssnnins 1p

Subiectul 4. Fie n>3. Determinati cel mai mic numar natural & cu proprietatea ca pentru orice functie bijectiva

F{1,2,sn} > {1,2,..,n}, exista i € {1,2,...,n} astfel incat |1 (i)-i|<k.
Gazeta Matematica
Solutie:
Cazul L. Daci » este numdr par => n=2mmeNm2>2.
1 2 .m m+l m+2 ... 2m
Pentru f = avem |f(i)—i|l=mSk=kpn 2m. 2p
7 (m+1 m+2 .. 2m 1 2 .. m) If() | i

Aratam ca k., =m, adica pentru orice f :{1,2,...,n} = {1,2,...,n}, existd ie{l,2,...,n} astfel incat If(i)—il <m.
Presupunem contrariul, ¢a existd f :{1,2,....n} - {1,2,...,n}, astfel incit Vie {1,2,...,n} avem lf(i)—i‘ >m+1.

|7 ()=i|zm+1e f(i)-izm+1 sau f(i)~i<-m=-1< f())2m+1+i sau f(i)gi-m=1,Yi=12m.
= f(m)=2m+1(fals) sau f(m)<-1 (fals) = contradictie. Deci Kpjn =M= "7 . oo 2p

Cazul 1. Daca » este numar impar = n=2m+1,meNm=>1.

1 2 .. m m+lm+2 ... 2m+1 L — &
tru f= avem i)—il=m+1 pentru i=1,m, |f(i)—ij=m
Pentru f [m+2 m+3 ... 2m+1 1 2 m+1) ‘f() | ‘ (?) ‘
PENtrU i =m+1,2M+1 2> Kpin 2/, e 2p
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Ardtam ca k;, =m, adici pentru orice fi{L2,...n}>{1,2,.. .1}, existd i €{1,2,.. .n} astfel incat [f(i i,<m.
Presupunem contrariul, ¢ exista £ :{1,2,.. sn}—>{1,2,...,n}, astfel inct Vie({l,2,...,n} avem lf(z —zl>m+1

,f()—zl>m+l© S@)2m+1+i sau f(i)<i—-m-1Vi=12m+1

= f(m+1)22m+2 (fals) sau S (m+1)<0 (fals) = contradictie. Deci kpin =m = nT—l 8 e 1p

in concluzie, k = [g} .
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Concursul regional ,,PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a XVIII-a, Baia Mare, 22 noiembrie 2025
BAREM DE CORECTARE, CLASA A XI-A

Subiectul 1.
a) Determinafi B e M, (R) astfel incat G i) B

1.

b) Rezolvati in M, (R) ecuatia matriceala X G ij X=[ ; ‘zj

Solutie: a) Fie B=(a b).Rezulté (1 Zj.(a bj:(l 0).
c d 1 5){c d 01

a+2c=1
. s oo |b+2d =0 . . 1({5 =2
Obtinem imediat ide aici B=—- A RS E TR ETSAF0rs i shvanenass oaansvansh sms e suN EECHSERANELSS 3
: a+5c=0 " 3 (—1 J #
b+5d=1
b) Din ecuatia din problema rezultd cd X - b2 X - b2 = 2 =2 fl 2 !
15 135 -2 2) 5
v 2 2 2 , (0 —
Notand X - L =Y, obtinem Y? = . ! ,adicd Y’ = 6 (). snsssssmassssnsissvemsssisiniiasns 1p
15 -2 2){1 5 0 6
. 3 2 2 - - 0 _6
Din Y’ =Y.-Y*=Y*.Y, deducem cd Y comuti cu 0o 6
0=-6z
0 -6 -6 . .. |—-6x+6y=-6¢
Notand v=|" 7| rezutta | * 7. = ¢ f* 7 si de aici *roy ;
z z t)\0 6 0 6)(z ¢ 0=6z
—6z+61=06¢
Obtinem Y =(x Y ] ........................................... oo e e oh Toes e s S v e s St o w e e <o hsat eyt 1p
0 x-y
2
. (x 0y 0 —6) . . [*¥ w+yx-»)|_(0 -6
* = , adicd = .
Ecuatia (*) devine (0 x—y) (0 6) adic " (e y)’ .
0 6 0 -6
Se obtine x=0 si y=:t«/g ,rezultand Y = Jo sau Y = V6 S —— 1p
0 -6 0 e
. 1 2) (o ey .. .. . .
In primul caz deducem cd X 3wl JE si inmultind la dreapta cu matricea B, obtinem
0 -6
e & 1 "'1
X= 0 V6 ‘B= .f V6 ﬁ bl . In celalalt caz X=£-( )
0 -6 Jo —J6) 3 \-1 1 3 (-1 1
Aceste doua matrice sunt solutii ale ecuatiei inifiale. .............coceeverieiiieeerieicee e e 1p
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Subiectul 2.
Fie o o radacind complexa, nereals, de ordinul 3 a unitétii. Consideram matricele 4, Be M, (C),unde 4" =7

si B=A"+o-A+a’-1, .
a) Aréta;icé(A—a-[,,)-(A'oo-B+A97-B+A94-B+...+A-B+1,,)=(l—a)-]n.
b) Demonstrafi ca existd o matrice X € M, (C) astfel incat (A2 +A+]n)-X =

Supliment Gazeta Matematicd nr. 3/2025, Alexandru Benescu

Solutie: a) (A—a-[,,)-(A‘°°-B+A97-B+A94-B+...+A-B+I,,)=
=(A—a-1,,)-(A‘°2+a-A‘°‘+a2-A‘°°+A”+a-A9*+a2-A%+...+A3+a-A2+a2-A+1,,)=
=(A—a-l,,)~(A‘°2+a-A‘°1+a2-A'°°+a3-A99+a4-A”+a5-A96+...+a99-A3+a’°°-A2+a'°’-A+a‘°2'I,,)=
R I A A B L A 3p
b) Fie B cealaltd radacina complexa, nereald, de ordinul 3 a unitatii. Considerdm C = A% +B- 4+ > .

Notim A'®-B+A"-B+A*-B+..+ A-B+1,=U si A®.C+4"-C+A4"-C+..+A-C+1,=V.

Conform punctului 2), are loc (4~a-1,)-U=(1-a)-1, (1)sievidentsi (4=B-1,)-V =(1=B)-1, (2). ....... 1p

Cum matricele 4, Usi ¥ comuts, inmultind relatiile (1) si (2), obtinem
(4d-a-1,)-(4-B-1,)-U-V=(-a)1-P)-I,. Tinand seama ca (d-a-1)-(4=B-I)=A+A+1I, si ca

(1= 0)(1=PB) =3, 1eZUlA (A” = A+1,)- UV =3+ 1, oot 2p
Pentru X = % -U -V obtinem concluzia de 1a punctul b). ............c.cceurveiueurierieeieeseeeeeee e e ee e 1p
Subiectul 3.

Fie (x,,)n21 un sir de numere reale, unde x, €R §i x,,, =4/6—x,-x. , VneN".
a) Ardtati ca x, e[—3, 2], VneN';

b) Determinati termenul general al sirului (x,, )”21.

Cristian Heuberger

Solutie: a) Pentru orice n 21, trebuie ca 6 —x, —x> >0 si de aici x, € [—3, 2] L VREN . e 1p

b) Pentru orice n> 2, are loc x, 20, rezultdnd ca x, e[O, 2] Yn>2.

Daci x, >% , atunci x,,, <%.

- 3 z 3 29

intr-adevar x,,, L= 6-x,—x <5 6-x,—x <7 ® (2x,-3)(2x,+5)>0 (A).

: 3
Analog, pentru »n > 2, daci x, <-§— ,atunci x,,, > T RS £ S S AR S4D  H  EARES 3w 1p

3 . . . . P— ik s .
Cazul I: x, > 5 In acest caz toti termenii de rang par sunt strict mai mari ca — si toti termenii de rang impar sunt
2

mai mici strict ca —.
2
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Pentru » par, avem x, —x,., >0 si in plus
=
" — ' 2 _ 2 2° 2 2 :
An+2 =46~ xn+1 = xn+1 - \/6 - \/6 =X, = X, '\/6 —X, = Xy, = \/xn + X, = '\/6 =X, Xy, = x + X, X1 > Xy SUbslrul
>0

termenilor de rang par este asadar strict crescitor si cum este marginit superior de 2, este convergent la un numar

3
TEAL L) 3 = . oieniceetiieseese st rr s tessssassesssssssssssess 0444488844888 R8 8 84550ttt et
L>> Ip

2 .
w2 =X, +X, —+/6—x, —x* , obtinem

L =\/L12 +L, = /6L L} siapoiimediat Z, =5 ceea ce este fals.

ReZulta C4 U CONVINE CAZUL L. ........ooooe oottt eeeeeeeeeeeeoeee 2p

Trecand la limita in relatia de recurenta x

3 . 5 . S - . :
Cazul Il : x, < ) In acest caz toti termenii de rang par sunt strict mai mici ca 3 si toti termenii de rang impar sunt

mai mari strict ca L Un rationament similar cu cel ficut la cazul anterior pentru termenii de rang impar conduce la

faptul c& nici cazul al I1-16a NU CONVINE. w......uurvvuumriirreneeseoieeeee oo ee e ee oo oo eoeeeeeeeee oo 1p

Singurul caz convenabil este x, = % , sirul fiind constant incepand cu rangul al doilea.

Daci x, =%,atunci \J6—x —x] =% . Obtinem x, =—-§ sau X =%.

Asadarx1=—%si x,,=%,‘v’n22 sau x,,=%,VneN‘. ......................................................................................... 1p

Subiectul 4. :
(a,,)"21 un sir de numere naturale nenule distincte. Aratati ci sirul (x,,)nl, definit prin

1 1 1 o
X, =C0S—+COS— +...+Cos——n este convergent si lim x, € (-1, 0).
a4 a a, =2

Solutie: Deoarece x,,; — X, =C0S -1<0, VneN’ , sirul (xn )n 5, este strict descrescator. .......uververirercrennnn. 2p

an+l

N . X o
In continuare, vom utiliza formula 1-cosx = 2sin® D) si faptul ca sinx < x, Vx>0. Pentru n>3,

.2 1 N
X, = cos——1 |+| cos 21} cos -1 =-2sin* 2 —2sin? L _ogin? Ll s .. 2p
a a, a, 2a, 2a, 2a, -
1 1 1
>—2 l, Lz+...+ 12 =—l iz+ 17 +..+ 17 z—l(—7+—2+...+ ,)2
4a; 4a; 4a;, 2\a a; a, 2\1° 2 n
1 11 1 1 1 11 1] 7. 1 7
-+t —t—F . t—— == 1+ - == — > ——,
2( 4 2.3 3-4 (n—l)-n) 2( 4 2 n 8 2nm 8
Sirul (xn )’l ., este marginit inferior, fiind agadar CONVErZENt. ...........cceuiruereenreriniineeeesiese s sse s 2p
lim x, e[—z,al]c( L, 0) ¢ oottt st s e eee e 1p
n—w 8
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BAREM DE CORECTARE, CLASA A XII-A

Subiectul 1. Determinati functia derivabild /1 : (0,0)>R,cu f (1)=0, astfel incat
f'(Inx)-(Inx)* = (2~ Inx)*, pentru orice x e (1,).

Solutie: %-[f’( x)- (2(In—lnx)x)—J 0,deci I(x)= J.)]C [f’(lnx)—(zl——nl:x)—szx=C .................................... 3p

Cu schimbarea de variabild Inx =7 ,avem /(r)= j[f’(t) = (2- )

t2 = 7 = 5 s 90 ) eicessnn

Asadar f(1)= —~—4Int+t+c ceR.Cum f(1)=0, rezulta ca f(x):—i—~4]nx+x+3,Vxe(O,oo) ..... 2p
X

Subiectul 2. Fie f:R—R o functie primitivabils, cu proprietatea ca orice primitiva a sa admite asimptote spre
+00 i spre —o . Demonstrati ¢ orice dreapta oblic intersecteazi graficul functiei /" in cel putin un punct.

Marius Perianu, Gazeta Matematicd
Solutie: Demonstrdm c&, pentru orice m,ne R, cu m>0, functia g:R > R, g(x)=7(x)=mx-n seanuleaza

in cel putin un punct; daci m <0, se foloseste un rationament analog pentru functia —7 . ....coeeeevveerreeeenn, 1p

Fie F:R— R o primitiva a functiei f . Fara a restringe generalitatea, putem alege F (0) =0
F(x) F(x)' (1)

F admite asimptote spre +oo §i spre —oo, deci exista si sunt finite limitele lim si lim——=. (1)............ Ip
X—p=00 5 X—30 X
2
Functia G:R >R, G(x)= F(x)—mxT—nx este o primitivaa lui g, cu G(0)=0. ......oooeeerriiiinn, Ip

Presupunem prin absurd c& g(x)>0, VxeR. Atunci G este strict crescitoare, deci G (x)>G(0)=0, Vx>0.

F( )>7+n Vx>0, deci llmF(x)

X—>x X

=00, contradictie cu (1). ......oocvvvuvieinieniniiine i, 1p

Prin urmare,

Presupunem prin absurd ¢i g(x)<0, VxeR. Atunci G este strict descrescatoare, deci G(x)>G(0)=0, Vx<0

Asadar, —Ifm <%+n, Vx <0, deci lim ix) =—o0, contradictie cu (1). ... ..oeevrriiiieiiiiiiiiee i, 2p
%

x-®  x
In consecinta, exista, existd a,BeR, cu g(a)z0 si g(B)<0. Deoarece g are primitive, rezultd ca g are

proprietatea lui Darboux, deci existd x, intre o §i B, cu g(x,) =0 evvvrvriesiiiiisiieiiiiieee e 1p
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Subiectul 3. Fie M =(0,) si legea de compozitie *: M x M — M , cu proprietatile:
Pl: Daca a, b,c, xe M , atunci a*(b*c)=x dacd si numai daci a*b=xx*c.

P2: (a*b)*c=a*(b-c), pentru orice a,b,ce M .

P3: (a-b)*c=a*(c*b), pentru orice a,b,ce M .

a) Demonstrati cd legea de compozitie ,,*” nu are element neutru, nu este comutativa si nu este asociativa.
b) Dati un exemplu de astfel de lege de compozitie.

Dana Heuberger

Solutie: a) Presupunem ci legea de compozitie admite elementul neutru ec M .
Pentru a=e¢ in P2, obtinem (e*b)*c=e*(b-c)<>b*c=b-c,pentruorice b,c€ M . ....coowvvvvrervererrrererrrrennnn. Ip

P1 devine a- (b -c) =x¢& a-b=x-c, fals. Asadar, legea de compozitie ,, *” nu are element neutru. .................. Ip

Presupunem ca pentru orice a,be M, a*b=b*a.DinP1 obtinem a*(b*a)=b si cum ,,*” este comutativa,

rezult b=(b*a)*a[:—-2b*a2,pentru OTICE Gy B E M . .o s 1p
Pentru a =1, din egalitatea precedentd deducem cad b=5b+*1=1*b, pentru orice b € M , deci legea ,,*” are element
neutru, contradictie. Asadar legea ,,*” nu este COMULALIVA. ......c.eeueieireiieiieieiiie ettt Ip
Presupunem c& legea este asociativd. Asadar a*(b- c)P=2(a *b)xc=ax(b *c)P=3(a -¢)*b, Va,b,ceM . (1) ... 1p
Pentru b=1, din (1) obtinem c& a*c=(a-c)*1, Ya,ce M (2).

(2)
Pentru a=1,din (1) obtinemcd 1*(b-c)=c*b=(c-b)*1=(b-c)*1, Vb,ce M. (3)
Pentru c=1,din (3) rezultd ci 1¥b=b*1, Vbe M , deci legea admite elementul neutru e =1, contradictie. Asadar
16262 ,,* » I €SEE BSOCIALIVA. ..veverisisiresisisisnisissssissasasasisisssisnssessonsisressatsiessssorssssnsuestssssassssorsssonsessasssassssastssssatsusasesssns 1p
b) Legea de compozitie a*b=a:b, Va,be M verificd enunful. ..........ccoooveiiiiiiiininin e 1p
Subiectul 4. Fie neN, n>2 si un semigrup (S, ) cu proprietatea ca existd a €S , astfel incat ax"a = x, pentru

orice x € S. Demonstrati ca:
a) (S,-) este monoid b) x*" = x, pentru orice x€S.
Mihai Opincariu, Gazeta Matematicd 9/2025

Solutie: a) Stim ci existd a € S , astfel incat pentru orice xe S, ax"a=x. ()

Pentru x=a, dinl (*) OBHNEM. @™ = d. ccssusmssessessessussssssnssssssssssssssssasssssssssssmssusssssmsssssssssessmsmssmssssssisessmsmsstossss Ip

| "t
(*) & ax"a"? =xa"™", deci x=ax"a=ax"a"? =xa""', Vxe§ (1).

a"+l~ (1)
(*) & a"*x"a=d""x,deci x=ax"a=a""x"a=a""x=xa"", VxeS. Asadar e= a™' este elementul neutru el
T e (O T OO ——— Ip
b) Pentru x =e, din (*) deducem ca o’ =e.

k

I. Daca n=2k,cu k>2,atunci e=a"" =a*"' = (az) CAZ @A S « covveeveevernssssesessssss s ssses st s sessssanesssanns 1p
Din (*) deducem ¢ x" =x, VxeS§,deci x*"" =x" X = x T =X =X, VXES et 1p
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IL Dacd n=2k+1, cu keN, atunci demonstram ci x**' =x, ¥xe§.

(*)o ax™a=x o x =ava o ax=x""a, VxeS. (2)
Inlocuind x cu x** in (2), rezultd ci x**** = x™ g =x, VxeS§. U s smssamscnsmsinsassn ommsmmmmmoeensacssnnsss ip
(2) © ax=x™"a si folosind (2) se deduce prin inductie ci (ax) =xCN g yreN, () Io— 1p

Pentru 1=k, din (2) si (4) obtinem ci xa = a(ax)a(i)(ax)y‘+1 (-i-)xz"z*‘”‘”a ,deci x=x*"*% yxes.

(3) 2 2 2 2 2 2 2
A§adar x=x4k +4k+1 = x2k +4k+1 'x2k - x‘ka =x2k +1 : deci X =x2k +4k+1 =x2k +1 'x4k =x_x4lr — x4k+| , VXGS lp
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